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116. Die geometrischen Grundlagen der Auswahlregeln 
der Eigenschwingungen und Termaufspaltungen 

in Molekel- und Krystallverbindungen 
2. Mitteilungl) 

von Paul Niggli. 
(28. XII. 48.) 

2. Die  K o m b i n a t i o n  v o n  S y m m e t r i e e l e m e n t e n  u n d  d i e  
A b l e i t u n g  d e r  verschiedenen  Klas sen  eines  Schwingungs-  
sys tems.  Das direkte Produkt yon C m  mit Ci ist Cmi ,  das, sofern m 
gerade ist, mit Cmh identisch wird. Aus den Symmetrieoperationen 
von C ,  bilden sich neu: aus f, = i,; aus f, = s, oder, wenn n ungerade 
ist, ql’; aus f, : s2. Als Charaktere erhalten die neuen Operationen 
alle die gleichen Werte wie die Rusgangsoperationen (g-Reihe) oder alle 
die entsprechenden Werte mit umgekehrten Vorzeichen (u-Reihe). 
Es gibt somit jetzt zwei A (A, und A,), zwei B (B, und 13,) und je 
zwei En (En, und EIl,). Die entarteten Doppelschwingungen bleiben 
trennbar und es gelten, bezogen auf die neue Ordnungszahl 2 m, 
die gleichen Matrizengesetzmassigkeiten wie vorher (fur m-zahlige 
Achsen allein ist die Ordnungszahl = m). Ein Beispiel ist die Charak- 
terentafel fur C6h (Tsbelle 3)2). 

Tabelle 3. 
Charaktere von ceh. 

A, . . .  

B, . . .  
B, . . .  

A, . . .  

E l , .  . . 
E l u .  . . 
EZg. . . 

- 
~ 

- 5 . .  . -- 

f, 

liolonne . I a b - 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
i 

- 

- 

f, 

1 
1 
i 
i 
2 
2 
2 
2 

- 

- 

e l c  

In- 
ver- 
sion 

i 2  

Inver- 
ionshexa 
gyroide 
c’3 h), sl 

B 

Inver- 
3ionstri- 
gyroide 
>Si) ,  2 S e  

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

- 

- 

- 

& 

- 
SE I 
ilchse 

S2 

Zeile 

I 
I1 

I11 
IV 
v 

VI 
VII 

VIII 

l) 1. Mitt. Helv. 32, 770 (1949). 
*) Tabellcn 1 und 2, s. 1. Mitteilung, loc. cit. 
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Daraus geht ubrigens hervor, was leiclit allgt~nieiii hen eishar ist, 
class sich zueinander entartete Schwinguiigc,n s i  eth c ~ n t  \\ tvlvr beide 
symmetrisch (t 2 )  oder beide antisymmetriscti (- 2)  gc~gc~iir~l~c~r einem 
Symmetriezentrum otler einer zur Achse setiktwht en Syriinir~t t-ieehenc~ 
verhalten mnssen. Cjil ( S,) und C,, ( =  Sb) h i n t 1  TTrr t t~~gi~i~] )~~cr i  \ on Coil. 
Der Zusammenhang zwischen allen diesen I~‘oi~mulir~~.uti~t~ti wgibt sich 
daraus, dass zu CJkl die Kolonnen a, e, 18, y geliOven, fur 11 rl(.lic ( l i e  Zeilen 
1 und 1V zu A, I1 und TI1 zu B, V und V11 I PU E’  nntl \ - I  i i r i t l  1-11 z i t  
E” zusammenfallen. Bu C,i gehoren die Kol(~niien ; I ,  ( a .  X ,  8 t r i i t  %usan-  
menfallen der Zeilen I und 111, I T  und IV, 1 iiritl \-I1 u t ~ d  \ I i i t i d  T’III. 

Symmetriegruppen von tier Ordnung 2 111 crrtxtrhtw ;III( I t  durch 
Kombination von C’,,, mit einer zur GJ 1 0  parallc~lt~n Sliieg,‘c~lebene 
(C,,,,) oder mit einer tiazu senkrechten Dig-) re (I l l l , ) .  1.:. c t i t  stehen 
neu m gleichwertige Spiegelebenen oder m 1 )igyrcii, h o f ( ~ i i  tki 11 tigcratk 
ist, und m/2 unter sich gleichwertige und m 2 .~ntlt.rc. iititvr 4 c . h  gleich- 
wertige Spiegelebenen hzw. Digyren, we1111 rn gtwtlc  i \ t .  Stntl die.  
Hauptachsen Rotationsachsen der Zusatzl\c!iiipoiietitt~ 1 \ O O ,  ,ilso mit 
gleichviel 1 und 5 als (’haraktere, so erhall(’11 die z~ c h i  g1(1it*liu c1rtigc.n 
Gruppen von Digyren und Spiegelebenen (’1i:irakt or(. O I I  orschie- 
denen Vorzeichen (eine 1 und die andere I) l~t~ieli t  h c ~ u  cJi\t):i,r untl 
auch der dnschauung entnehmbar ist,  dash vt In d c h n  j c ~ ~ c ~ i l t ~ i i  ~ueinan-  
tler entarteten Schwingungen sich eine s j  nirnetrih(*Ii. tlir ;iritlc~e anti- 
symmetrisch zu einer dieser Spiegelebenen otler I)igyi~>ii \ c.rh;ilt. Die 
diesbezuglichen Charaktere der Digyreri o( ler Sj)ic~gc~l(~l ) c h i i ( ~ i i  hind 
dahrr 1 +I- 0 Null und die Doppelschuriiig-:.lingeii h i i i t l  t i  i c l i  t niehr  
trennbar, so dass die Quadrate der C h m r k l  ere garix i t i  I<(~t~hniing 
gestellt werden mussen. 1st die Ausgangsgi n] ipc’ c h i r i c .  G r i i l ) p t b  MI,, (ni- 
zahlige nrehinversioiisachse), so entstehcii ni 2 I )igyrcfin ii tic1 m 2 
ha,,uptachsenparallele Spiegelebenen (Tabellr 4). I . S, ,L,  ? S,’,lv 
sintl der Charakterendarstellung nach ein:iiitlt.r acliii~ :ilrtil . 

+ 

Tabelle 4. 
Charahtere fur D,, C,,, J):$ ,, 

D, 
C,” 
DYil 
Q31, 

f ,  2 f ,  2 f ,  f ,  3 f ,  3 f ,  
f ,  2 f, 2 f, f ,  3 S z  3 s2 

f ,  2 s, 2 f, s, 3 f ,  :I s2 
f ,  :‘i s6’ 2f,  i, 3 f ,  :I  s, 

Al od. A’ od. A, I: 
A2 od. A” od. A, ,, 
Bl od. B’ od. A,, 
€3, od. B” od. A,, 

. 

. 

. 

. 
E,od.E,’. . . 
E,od. El” . . . 

Sriiii ine tlcr 
(>ll,rdrate 

Id  
12 
12 
12 
12 
I - ”  

Summe d. Quadrate I 12 12 12 12 12 I %  

I 
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Es ware weitaus am zweckmassigsten, alle aus  S, entstehenden Gruppen S,, zii 
nennen. In  der Krystallographie werden sie, wenn m durch vier teilhar ist, I)(,,,/,) d gcnannt, 
die Spiegelebenen halbieren die Winkel zweier Digyren. 1st m = 2 p, so ist S,, als Dreh- 
iingsachse ungeradzahlig, neben den hauptachsenparallelen Spiegelebenen entsteht eine 
senkrecht dazu stehende und die Digpren sind die Schnittlinirn bcider Sorten von Spiegel- 
ebenen. Die krystallographische Bezeichnung ist dann Dph. Aus Sd, bzw. Shl entstehen 
Typen mit den hauptachsenparallelen Spiegelebenen senkrecht zu den Digyren; sie 
werden meist I)pd genannt. 

Aus einem 9 oder einem B enststehen in allen Fallen zwci Typen, die E werden 
lcdiglich untrennbar mit 0, 0 als neuen Charakteren fur Digyren und Spiegelebenen. 

Aus den so gewonnenen Gruppen (z. B. am einfachsten aus D,,,) 
erhalt man durch Hinzufugen der Inversion (soweit nicht bereits ent- 
halten wie in Dud) als direktes Produkt die neuen Symmetrieklassen 
D,, (z. B. aus C, , , ,  D, und D,, neu die Symmet,rieklasse D6,J. Dabei 
gilt fur die neue Charakterendarstellung das Gleiche wie fur C,, + In- 
version. Die Gesamtordnungszahl wird.X = 4 m und die 2 m neuen 
Operationen ergeben sich wie dort angegeben mit dem Zusatz: 
(m/2) f, + Inversion erzeugt (m/2) "2; (m/2) s, f Inversion erzeugt 

Die Charaktere fur die neuen Symmetrieoperationen entsprechen 
somit denj enigen der Ausgangsoperationen entweder mit gleichen oder 
umgekehrten Vorzeichen, so dass sich jeder Schwingungstypus in 
zwei neue aufspaltet, die zweckmassig durch zusiitzliche Indices 
voneinander unterschieden werden. 

( 4 2 )  f, * 

So erhalt man beispielsweise fiir DGII aus D, die Tabelle 5. 

Tabelle 5 .  
Charaktere von DGh. 

f, 2 f, 2 f, f, 3 f, 3 f, 

1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 . i  I I 1 I 
2 1 1 2 0 0  
2 1 1 2 0 0  
2 1 1 2 9 0  
2 1 1 2 0 0  

~- 

- -  

- - - 

~ - 

~ 

- -  
-~ 

- -  

- -  

~ 

i, 2 s, 2 s,' s, 3 s2 3 s2 

1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1 1 1  
2 1 1 2 0 0  
Z i i 2 0 0  
2 1 1 2 0 0  
Z 1 1 Z O O  

_ - - - _ _  
- 

- - _ -  
- - - 

- - - 

- - -  
- - - 

- -  

- -  

- 
Zeile 

I 
I1 

I11 
IV 
V 

VI 
VII 

V I I I  
I X  
X 

X I  
XIS 
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Man erhalt ruckwiirts die Tabellen fur: 
D, aus Kolonne a b e c g, g, unter Zusammenfall I I1, 111 I\-, \-=L.I. 

D,, aus Kolonne a e g, 7 o2 unter Zusammenfall I V I .  I1 V. I11 - V I H  

CGv aus Kolonne a b e c u1 a2 unter Zusammenfall I I\', I1 111, IT=V11I. 

1-11 VIII. I X  x. SI = S l I  

I \  = VII, IS 111. s -1 1 

1-1 -VII, IS -s. XI S l I  
C,, aus Kolonne a b e c a B e y unter Zusammenfall I 11 1. I1 =I\.. \- - \ * I  1. 

VI =\'I11 
C31, aus Kolonne a e E ;J unter Zusammenfall I I1 I, 11 l\., 1- \ - I  I 

C, aus Kolonne a b e c 

ausscrdern sind auch D3d, Csi, D3, C3", C3 daraus ablcit l ~ ~ i r .  

VI -YlII. I S - S I I .  1 \ I  

x I - .XII. 
unter Zusammenfall I lbib IV. \- bi, 1.1 I I .  I S S 

Die an einem Beispiel erlauterten Zus:inlnierilil\nffe g x A l t c l i i  fur tiit. 
gesamte Punktsymmetrielehre, so dass es (a bgedieii 1 on kribischen 
und ikosaedrischen Punktgruppen) gelingt , in e i 11 ('r (>in Ligeii Tahelle 
alle Charakterendarstellungen zusammcnmt'aswri. \I%. gclicn ~ o i i  
D,, aus mit ni im allgemeinsten Fall = p. ?. E t 11 irgoii(1eine pohi- 
tive u n g e r a d e  Zahl, z irgendeine bel icbige pob i t i \ - c I  Zwlil. z = 0 
ergibt DPh, z = 1 ergibt D2,,,, z 2 2 ein dimah i ier  tcLi1l);ires in. >Zit 
p = 1 ergibt sich die Punktgruppe D2zZl Die Di*eliutig(~ii 11111 die 
m =- p 2z-zahlige Achse zerlegen wir in: 

I Identitat Drehungen urn .z = 180°, sofci I L  111, h i i t i p  I I  11111 2.-L. I 

1 2 %  TC z nicht 0 ll 1 ~ I' 1; 1 
p 22 2 Drehungum2z = t i -  - 

oder Oo bzw. &).y &).2Z-' 

360° 11 .)/ I . allg 
1) - 

.7 
l ) l > \  1 1 1  

1l p 21 

Dahei umfasst u alle unge raden  posili\-en Zahlttn ibis x i1 eineni 
angebbaren Grenzwert,: fur b bis p - Zz ' - 1. fiir tl j(1wc.ilen his 
p .3"  -1, fiir e geht n (gerade und ungera(lei bis (1) - 1.) 2 .  1 s t  z ~ 0. 
so fehlen b, c, d;  ist z = 1, so fehlt d;  ist, 1 )  = 1.. s o  f t b l i l t :  e .  

Bctrachten wir als Beispiel die Drehung urn ciiis, ' 5.2'-ziihli!~c. (i.  11. 24O-ziihlip 
Achse: Es enthalt b dieDrehungen u 2n/240 rnit u uiIi.ciadc. 11.11. ii .-I 120 11 z 15.2.'. 
Da 11 = 15 die ungeraden Faktoren 3 und 5 enthalt, 4 1 d  dariii c . i I t h a l t c ~ n  I~rehur iy t~n  
urn die SO-, 48- und 16-ziihligen Unterachsen, namlicli i i  .7/40. II .T, 24. t i  :r S. I)a 11 aiif 
uz/120 bezogen alle ungeraden Zahlen von 1 bis 15. 2:' - 1 ~~~ 119 iiiiifiisst. zc~i~f,iilt b 1iac.h 
11 in p . 23/2 = 60 Einzelkolonnen. 

In d siiid enthaltcn die Drehungen vom T-pus gi2. d,. ti,. 
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Fur d, (Drehungen einer 120-zlhligen Achse) ist u = 1,3,5.. . bis 59, entsprechend 
30 Kolonnen. Da 15 die Faktoren 3, 5, 15 besitzt, sind darin auch die Drehungen 
u x/20, u n/12, u n/4 der 40-. 24-, 8-zahligen Unterachsen enthalten. 

Fur d, (Drehungen einer 60-zahligen Achse) ist u = I, 3, 5 . .  . bis 29, entsprechend 
15 Kolonnen. Enthalten sind in d, die Drehungen u n/lO, u nj6, u nj2 der 20-, 12- und 4- 
zahligen Unterachsen. 

Fur d, (Drehungen um eine 30-zahlige Achse) ist u = 1,3,5. .  . bis 13. Das fuhrt fur 
d, zu 7 Kolonnen (15 n/15 ergibt die herausgenommene Drehung von n der Kolonne c). 
Enthalten sind in d, Drehungen um u 3215, u n/3 der 10- und 6-zahligen Achsen. 

Somit ist die Gesamtzahl der Subkolonnen von d gegeben durch 30+ 15 + 7 = 52 

e enthalt alle Drehungsarten einer 15-zahligen Achse n 2 n/15 mit n = 1,2,3,4,5,  
6, 7, also rnit [p- l]/2 = 7 Kolonnen; eingeschlossen sind die Drehungen der 3- und 
5-zahligen Unterachsen. Den 60 Einzelkolonnen von b stehen somit 52 + 7 = 59 Einzel- 
kolonnen d und e gegenuber. Zusammen mit den Kolonnen a = 1 fi und c = 1 fi ergibt 
dies 2.60+ 2.59 + 2 = 240 Symnietrieoperationen, entsprechend der Ordnung einer 240- 
zahligen Achse. 

Allgemein ist die Zahl der senkrecht zur Hauptachse stehenden Digyren in DP2z 
zweimal p . 22/2, so dass Dp2: die Ordnung 2n enthalt, wenn Cp2z die Ordnung n hat. 
,4us DP2z entsteht als direktes Produkt mit der Inversion D(p2z)h. 

Scht  Zeilen, namlich die der A- und B-Typen, enthalten unabhangig von z (bei 
z = 1 andern sich in B fur die Kolonnen c und y die Vorzeichen) die gleichen Zahlen 1 
u n d i .  Fur irgendeinD(pzz) rnit z 2 2 ist die Gesamtkolonnen- (und somit auch Zeilen-)zahl 
der quadratischen Matrix gegeben durch p .2z+ 6 (genetisch besser geschrieben p.2z-t 4 
+ 4/2) ; somit fallen auf die E-Zeilen (entartete Schwingungen) p . 22+ 6- 8 = p .22- 2 Zei- 
len. Diese enthalten von m = p * 22 abhangige Gro13en. Anderseits gibt es in D(p2Z)h (mit 
p > 1, z 2 2 )  auch 8 Kolonnen, deren Charaktere unabhangig von der Achsenzahlig- 
keit sind, wahrend (p  .2"- 2) Kolonnen cos-Grossen enthalten, die jeweilen von der 
Achsenzahligkeit abhangen. 

= [p (2' - 2 ) -  2]/4 = [15.14- 2]/4. 

Zur Vereinfachung der Tabellen nennen wir Winkel 2 n/p2" = 

Winkel p und Winkel 2 n/p = y.  Es ist y = p * 2". Die in den d- 
Kolonnen auftretenden Winkel sind'winkel p * q mit q = 21 bis 2z-1. 

So lasst sich muhelos die Haupttabelle I (Ia und Ib) konstruieren, 
die fur a l le  wirteligen Symmetrien, die nur eine Hauptachse besitzen, 
die Charakterendarstellungen enthalt, wobei im Einzelfall nur die 
speziellen cos-Werte einzusetzen sind. Die Geltung des Gesetzes uber 
die Summe der Charakterenquadrate der Zeilen und Kolonnen ist 
leicht einzusehen, da nach einem einfach beweisbaren, doch in dieser 
Form selten benutzten Satz die Summe der cos2 aller zu einer m- 
za,hligen Symmetrieachse gehorigen Drehwinkel (inkl. 360O) = m ist. 
Auch der Ubergang zur unendlichzahligen Hauptachse bietet keinerlei 
Schwierigkeiten. 

Die Haupttabelle I enthalt zunachst die vollstandige Charak- 
terendarstellung fur irgendein D(p 2")h. Daraus aber lassen sich sofort 
die Tabellen fur alle Untergruppen wie D(pS"), C(p2")v usw. auf- 
stellen. Damit in der Kopfkolonne keine Veranderungen der Faktoren 
notwendig sind, beschrankt man sich am besten fur ein gegebenes 
D(,,Z)h auf die sechs unmittelbaren Untergruppen, die als Hemiedrien 
und Tetartoedrien bekannt sind (Zusammenfassung von Symmetrie- 
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Quadrate der Charaktere jeweilen zu halbiereii. Dsmit in] Zusammen- 
hang steht, dass die Kolonnenzahl fur I),,,/, S,P2z,vr V ~ l l , z ) ~ .  gerade 
die HSilfte derjenigen von D(P2z)h ist, somil [I) - g 2  + 6],2, wahrend sie 
fur c,h zu p * 2' + 2 wird (kein Zusammenfall der. E )  nnd fur C,,, , 8 ,  
und S,' zu [p . 2' 

Haupttabelle 11. 
V o r h a n d e n e  Zeilen v o n  H a u p t t a b e l l e  I i n  d e n  Unters?  mnivtrien. 

(v bedeutet vorhanden, - fchlend). 
I Ia  Wirtelige Klassen mit z 2 2 

3]/2.  

IIb Wirtelige Klassen mit z = 1 itdt r z 0 
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Sllgemein gilt : 

I< o 1 o n n  e nz a h 1, Z e i 1 e n  z a h l  , R a s s e n z a h 1, T y p e  n z a h 1. 

Symiiietrie Cp CzP, Cpi, Cph C,,, Dp D,,, Dph, C2pv, D,, C2ph = % p i  - -- c- 
p + 3  2 p + 2  

p 2 + 6  

Haupttabelle 111. 
Zusamiiienfall von  Zei len,  sowie Beze ichnung d e r  Schwingungsklassen  i n  

d e n  U n t e r g r u p p e n  von  D2p.ll u n d  Dpcl. 

Symmetriegruppen niit gleicher Iiolonnenzahl sind im weiteren 
Sinne isomorph zueinander (Vieldeutigkeit !). 

Die Haupttabellen I, 11, I11 enthalten somit in ubersichtlicher 
Weise das Gesamtmaterial fur alle nichtkubischen und nichtikosaedri- 
schen Symmetriegruppsn j sie ersetzen und ergiinzen die vielen Einzel- 
tabellen anderer Zusammenstellungen. Sie losen die Aufgabe, die mit 
einer Grundsymmetrie vertraglichen Klassen der Schwingungssysteme 
(Klassen oder Typen) sofort anzugeben. 

I n  den einzig iibrigbleibenden k u  b i  s chenund i k  o saed r i  sc h e n  
Symmetrieklassen treten einige Besonderheiten auf, gebunden an das 
Vorhandensein von verschieden gerichteten drei-, vier- und fiinf- 
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zahligen g le ichwer t igen  Achsen, die zu  \veitercn Eittart Lingen Ver- 
anlassung geben. In  diesen Symmetriegruplien miisscw j e t z t  ziini Bei- 
spiel d re i fach  e n t a r t e t e  Schwingungsly\ilien miig1ic.h will .  Drei 
wechselweise orthogonal zueinander stehenc It! c:ntnrtet(~ S~~ltnitigungen 
besit'zen aus Symmet'riegriinden gleiche F i ~ q u e n z  ('L'i.iptk.h Lvingung 
F). Es ist in diesem Falle stets moglich, einc.11 Sat-z 1inrar.c.r Komhinu- 
tionen dreier miteinander entarteter Sch\viigung(~ii zii f i n t l ( A n ,  von 
denen eine symmetrisch zur Entartungsac>l-ise ist untl z w v i  ;kncltire sich 
so verhalt,en wie ein zweifach entartetes l 'x i r .  Soitrit wii.cI tlw dies- 
beziigliche Charakter su 1 f 2 cos x p. 

Gegenuher einem Symmetriezentruni niiisst.n a'llr t1i~cif;ich zu- 
einander enta,rteten Schwingungen symmcatrisch o(1t.r a l l v  :iIitisym- 
metrisch sein ( t 3 otfer - 3 ) ,  wahrend gcJgc.itiibei, SlJit.Rcl(.l)riic.n untl 
Digyren eine Wahl so moglich ist, dass zwt'i Cha1.a.k t ( ~ w  (.iitpcAgengc- 
setztes Vorzeichen haben, der dritte j o(IthI, - (Kotit1)iii;itioit 0 + 1 
und 0-1) .  Weitere v ie r fach  und funff;ic.li e1rt:ir.t e t  ( h  Si ,hwin-  
gungen  treten nur in den selten oder nie, \.erwirklit.litc~ti Ili(isaetle~~- 
gruppen auf, so dass wir uns kurz fassen kiinnen. \ . icvfac*l t  thtitartete 
Schwingungen lassen xich aus zwei Paarcti zm-eit'ac+li t2iit;irtc.l er z i i -  
sammenset,zen. Dem Symmetriezentrum gcbpc8niiir)c.r si tit1 (I it. ( 'Iiarak- 
tore alle positiv oder alle negativ ( + 4  untl ~ -4). Fiiiiff;it.li (Iiitart-etr 
Schwingungen sind darstellbar als zwei l';i8;ire zwc4';wli  ($l i t  ;irteter 
+ eine einfache symmetrische oder ertl. antisyninirl ris(.lr(. S;c.ti\vingung. 
Dem Synimetriezentrum gegeniiber resulticlrf also .~ : o ( l t a i *  - 3 .  

Wir miissen an dicser Stelle unser Vorgehen zur 1 ).(I" tclliriig eki. (,hi ;iiitc,ristischen 
Werte cirier Symmetriegruppc nochmals prazisieren, unr .\lissvt,r..tiiiicliiishl. Z I I  vi*rnieidct1. 
Ausgrgangen sind a-ir von dcr geometrischen Anschauutr-. vnd d1.r %ci.lcgiiiie (1(*1, Schwiii- 
gungsvektoreii nach dern Orthogonalitatsgesetz. Die Autcalte l a i i t e t  : I*:q s r i i i l  ;111i, 7.11 cincir 
Grnndsgmnictrie isomorphen Klassen des Schwingung 'tenis zu fiiidwi i i n t l  c,tidgiiltip 
zu charakterisieren. Die Charaktere wurden (Cosinus d ( x  Winhch ~ l ~ ~ r s t ~ ~ l l ~ ~ ~ ~ t ~ i ~ i i  Zusatz- 
komponenten) so gewahlt, dass sie genau den Charaktcri~ii irror1iizit)lri. I )a i .h t  t s l l i i i i q m  cnt -  
sprechen, ohue dassu-ir diesenHegriffnotig hatten. Dadur.Iii rga1)i.u aivl i  i i i  aiiswri ti~dentlich 
einfacher Ableitung die gleichen Zahlentabellm, welchc f i i r  i.infac.1~~ E;i,>-st;i I I lkla~*(,u sclioii 
lange benutzt uurden. Die Zusanimenhange nurden jtda wki ul~cr~ic~lrtlii~livi~. Fill. kubischc 
und ikosaedrische Gruppen ist zusatzlich folgendes zii I (wicr l ivir ,  \ \ a<  g11.11 I i f i i I I ~  der Ali-  

schauung entnommcn werden kann, jedoch etwas gross \-( irstcllruizs\ ~ ~ r i i i i i ~ ~ ~ i i  i.rfordert : 
dri.ifiri.li viitartrtc 

Schwingungen F, die F-Klassen bilden. Fur diese gilt. c L i +  4c.h die. ( 'ti:rrai<tc,t.c. 11r.i. zit  dcti 
Entartungsachseri gchorigen Schwingungen berechnen i i ; i ( . l r  1 + 2 C I W  s . 3tiO 111. 

11) Treteii als Hauptentartungsachsen funfzahligc , I  l i t .  so p i b t  (I? :IU( 11 vic.i,l;lch ((;J 
und funffach ( H )  eiitartete Schwingungen und cntsprec.lii i i t l i .  Kla<st.ri. Vitr (iic fiiiifziihligc~ 
Achse werden die zngehorigen Charaktere berechnet Z I  I : 
(1 : 2 cos 72"+2 cos 144O bzw. 2 cos 144Of2 cos 28X" ((I. t1. z\\i.i  I ' : I ; I w  Y u i ~ i h c  t r  m t w -  

tcter Schwingungen). 
H = 1 +Charakter von G (zu G hinzukotnrnend eine SJ iiiiiietrisi.ht, h ~ l i ~ ~ i i i ~ u i i ~ ~ .  

(konietrisch hsst sich zcigen, dass den in ikosaetii.ist.hen ( iriipiicw di.icIrfalls \-or- 
handenen Trigyreii in G der Charakter + 1 (zwei sJ-iiiiii(.trisc.lie %*llwincrri1g('ii & eiu 
E-Paar), in H der Charakter - 1 (znei symmetrische. flt.ti pcn iihiili(~1i '.iitkri'rc,te. :dso 
2 + 3 . 1 -= 2 - 3 = 1) zukornmcn muss. 

a )  Treten mehrcre drei- oder vierzahlige Achseti i i i r f .  so p i l i t  

- 
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c) Ebenso ergibt sich in den geometrisch leicht deutbaren Punktgruppen des drei- 
dimensionalen Raumes, dass fur Digyren senkrecht zu Hauptentartungsachsen gilt : 
Charakter in E = 0 ( + und - ) 

1 (d.h. ein Paar 5 ,  dazu eine Schwingung + oder - ). F = 0 1 = 
Digyreri nicht senkrecht zu Hauptentartungsachsen oder teils parallel, teils senk- 

E den Charakter + 2 (d. h. beide symmetrisch), 
F stets den Charakter - 1 (d. h. zwei antisymmetrisch, eine symmetrisch), 
Q den Charakter 0 (d. h. znei symmetrisch, zwei antisymmetrisch), 
H den Charakter + 1 (d. h. drei symmetrisch, zwei antisymmetrisch). 
d) Das Hinzufugen eincs Symmetriezcntruins spielt die gleichc Rolle wie in den 

zyklischen Gruppen. 
e) Da ausserdem wegen der Orthogoiialitatsbeziehungen zuischen den Charakteren 

eine Reihe von Relationen bestehen, 1st es auch fur kubische und ikosaedrische Gruppen 
sehr leicht, die gesamte Charakterendarstellung aufzustellen und zu ubrrprufen. Solche 
Satze sind beispielsweise : 

x )  Die Quadratsumme der Charaktere jeder Vertikalkolonne ist gleich der Ordnungs- 
zahl N der Gesamtgruppe, dividiert durch die Zahl gleichartiger Operationen (Typen- 
faktor, z. B. fur 6 f4 ist dieser Faktor ~ 6). Multipliziert niit diesen Zahlen ergibt sich N. 
Dabei ist, wie auch in Satz /3, zu beachten, dass bei zweifach cntarteten t r e n n b a r e n  
Schwingungen das Quadrat des zugehorigen Charakters zu halbieren ist. 

1) Auch die Summe der Charakterenquadrate einer horizontalen Zeile ist (die Cha- 
rakterenquadrate jeweilen multipliziert init den zugehorigen TJ penfaktoren) = K. 

y )  Das Produkt entsprechender Charaktere zweier verschicdener T'ertikalkolonnen 
1st ~ piull. 

0) Kennt man 2, 3, 4, 5 die Entartungsfaktorcn fur zwci-, drei-, vier-, funffach 
cntartetr Schwingungen, so gilt ferner: 

Die Summe der Charaktere selbst, niultipliziert mit den zu den einzelnen Charak- 
teren gehorigen Typenfaktoren und den zugehorigen Entartungsfaktoren (letzteres aber 
nur, wenn die cntarteten Schwingungen nicht trcnnbar sind), ist in allen Kolonnen und 
in allen Zeilen - 3iu11, ausgenoinmen die jeueilen links ausserste Kolonne f ,  (Identitat) 
und die jeweilcn oberste Zeile (totalspnimetrische oder Haupt-Darstellung) der einzelnen 

IIaupttahelle IV. 
C: h a r a k t e i e ku b i s c he r S y in m e t r ie . 

recht dazu crhalten in : 

1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 1 1  
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Klassen. In  diesen letztgenannten Reihen ist sie gleich tlcr Ordn iinpszahl d ~ r  Spinietrie- 
gruppe. 

Wir erhalten so eine geometrisch anschauliche D;I rsi ellung drr fiir Sornialschwin- 
gungen in Frage kommenden Auswahlregeln, bei gegcb(.tier Syninietric dvr Puriktanord- 
nung in Gleichgewichtslage. Der Beweis, dass diese I kwstelliing und _Iiifspaltung in 
Untergruppen fur die betrachteten Falle genau der bcsontlers von Probe,tizis, Hrhur und 
Bumside entwickelten Darstellung endlicher Gruppen cliirc.h einfache irreduziblc Charak- 
terensysteme entspricht und somit den gleichen physikttlischen Snnendungsh(.reich hat 
\vie diese, ist nicht schwer zu erbringen, jedoch an diercsr Strllr von kcirirr grossen Be- 
deutung. 

Haupttabelle V. 
C h a r a k t e r e  ikosaedr i scher  S\ i n  inetr ie .  

I I enthalt nur a,e:,e;,e,c also sKolonnen und 5 Zetlen,somit 60 Operat 

Zusammenfassunx .  

Durch Beriicksichtigung aller genanii ten Regeln (:I l id1  man 
neben den Tabellen I bis 111 der einfachthn Krystallklaswn fur 
Oh und Ih die bereits bekannten eindeui igm ( 'hilr;ikter.eiiil~Lrstel- 
lungen der Haupttabellen IV und V. Aus ihnc.n ergcibcn sivli witlderuni 
die Charakterendarstellungen der Untergru1)pvn 0, T,,. T,,, T bzw.  I 
durch Kolonnenauswahl und Vereinigung tltlr Zeilrii niii gleichen 
zuriiekbleibenden Charakteren zu einem Tylus.  Dmiit i h t  in funf 
Haupttabellen das gesamte Grundmaterial m r  G m  innung der  sym- 
metriebedingten Auswahlregeln zusammengef,mst. I)ic n;ic*hst Auf - 
gabe ist die der Berechnung der Freiheitsg~.;tcle, die i i i  eiiier tlritten 
Mitteilung erfolgt. 

Krystallchemisches La bora toriiini 
der Eidg. Techn. Hochschule u r id  Universitat . Zurich. 


