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116. Die geometrischen Grundlagen der Auswahlregeln
der Eigenschwingungen und Termaufspaltungen
in Molekel- und Krystallverbindungen
2. Mitteilung?)
von Paul Niggli.
(28. XII. 48.)

2. Die Kombination von Symmetrieelementen und die
Ableitung der verschiedenen Klassen eines Schwingungs-
systems. Das direkte Produkt von Cn mit C; ist C,;, das, sofern m
gerade ist, mit C,, identisch wird. Aus den Symmetrieoperationen
von C,, bilden sich neu: aus f; = i,; aus f, = s, oder, wenn n ungerade
ist, 8,"; aus f, =s,. Als Charaktere erhalten die neuen Operationen
alle die gleichen Werte wie die Ausgangsoperationen (g-Reihe) oder alle
die entsprechenden Werte mit umgekehrten Vorzeichen (u-Reihe).
Es gibt somit jetzt zwei A (A, und A,), zwei B (B, und B,) und je
zwei By (E,, und E,,). Die entarteten Doppelschwingungen bleiben
trennbar und es gelten, bezogen auf die neue Ordnungszahl 2 m,
die gleichen Matrizengesetzmissigkeiten wie vorher (fiir m-zihlige
Achsen allein ist die Ordnungszahl = m). Ein Beispiel ist die Charak-
terentafel fiir Cq, (Tabelle 3)2).

Tabelle 3.
Charaktere von Cgy,

In- Inver- Inver- SEL
ver- [sionshexa-| sionstri- .
f, |21 21, 1, sion | gyroide | gyroide A(;hse Zeile
i |(Can)s 28[(Cyi), 28"| 72

Ay 1 1 1 1 1 1 1 1 I
Ay 1 1 1 1 i i1 1 T I
B, 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B, 1 1 1 1 1 1 1 1 v
E,, 2 1 I 2 2 1 1 2 v
E;, 2 1 1 2 2 i 1 2 VI
Ey, 2 1 1 2 2 1 1 2 VIIL
Es, 2 1 i 2 2 1 1 2 VIII
Kolonne . a b e ¢ o B € o

1) 1. Mitt. Helv. 32, 770 (1949).
2) Tabellen 1 und 2, s. 1. Mitteilung, loc. cit.
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Daraus geht iibrigens hervor, was leicht allgeniein beweishar ist,
dass sich zueinander entartete Schwingungen stets entweder beide
symmetrisch (+ 2) oder beide antisymmetrizch (—-2) gegeniiber einem
Symmetriezentrum oder einer zur Achse senkrechten Symmetrieebene
verhalten miissen. 'y, (= 84) und Cy; (= Sg) sind Untergruppen von Cy,,.
Der Zusammenhang zwischen allen diesen 1"ormulierungen ergibt sich
daraus, dass zu Cy,, die Kolonnen a, e, £, y gehdren, fiir welche die Zeilen
Tund IV zu A, IT und IIT zu B, V und VIII zu E" und VI und VII zn
E"” zusammenfallen. Zu (';; gehdren die Kolonnen a, ¢, «, ¢ mit Zusam-
mentallen der Zeilen I und 111, 1T und IV, V und V1II und VI und VIII.

Symmetriegruppen von der Ordnung 2 m entstehen auch durch
Kombination von (', mit einer zur Gyre parallelen Spiegelebene
(Ciyyv) oder mit einer dazu senkrechten Digyre (D, ). ks entstehen
neu m gleichwertige Spiegelebenen oder m I}igyren, sofern m ungerade
ist, und m/2 unter sich gleichwertige und m 2 andere unter sich gleich-
wertige Spiegelebenen bzw. Digyren, wenn m gerade ist. Sind die
Hauptachsen Rotationsachsen der Zusatzkonponente 1509 qlso mit
gleichviel 1 und T als (Charaktere, so erhalten die zwei gleichwertigen
Gruppen von Digyren und Spiegelebenen (“haraktere von verschie-
denen Vorzeichen (eine 1 und die andere T). Leicht beweisbar und
auch der Anschauung entnehmbar ist, dass von den jeweilen zueinan-
der entarteten Schwingungen sich eine symmetrisch, die andere anti-
symmetrisch zu einer dieser Spiegelebenen oder Digvren verhiilt. Die
diesbeziiglichen Charaktere der Digyren oder Npicgelebenen sind
daher1 +1 = 0= Null und die Doppelschwingungen sind nicht mehr
trennbar, so dass die Quadrate der Charaktere ganz in Rechnung
gestellt werden miissen. Ist die Ausgangsgruppe cine Gruppe S, (m-
zéahlige Drehinversionsachse), so entstehcu m/2 Digyren und m;2
hauptachsenparallele Spiegelebenen (Tabelle 4). D, C .. S, S,
sind der Charakterendarstellung nach einander édquivalent,

Tabelle 4.
Charaktere fiir Dg, Cqy, Dy.pn Day.

Dg f, 2f, 21, f, 3f, 3f,
Cey f, 2f, 21, f, 3s,  3s, | Summe der
D3y f, S8 21 iy 31, 38, Quadrate
Dyy f, 2sy  2fy Sy 3f, 3,
Alod. A" od. Aqy . 1 1 1 1 ! L t2
A, od. A od. Ay 1 1 1 1 1 1 (2
B, od. B’ od. Ay, . 1 1 1 [ 1 1 12
B, od. B” od. Ay, . 1 1 1 1 1 1 12
E, od. E," . 2 1 T 2 0 0 12
E;od. E;”. 2 1 1 2 0 0 12
Summe d. Quadrate 12 12 12 12 12 12




Volumen xxx11, Fasciculus 111 (1949) — No. 116. 915

Es wire weitaus am zweckmaéssigsten, alle aus Sy entstehenden Gruppen Spv zu
nennen. In der Krystallographie werden sie, wenn m durch vier teilbarist, D)4 genannt,
die Spiegelebenen halbieren die Winkel zweier Digyren. Ist m = 2 p, so ist S, als Dreh-
ungsachse ungeradzahlig, neben den hauptachsenparallelen Spicgelebenen entsteht eine
senkrecht dazu stehende und die Digyren sind die Schnittlinien beider Sorten von Spiegel-
ebenen. Dic krystallographische Bezeichnung ist dann Dpn. Aus 83, bzw. Spy entstehen
Typen mit den hauptachsenparallelen Spiegelebenen senkrecht zu den Digyren; sie
werden meist Dpq genannt.

Aus einem A oder cinem B enststehen in allen Fallen zwei Typen, die E werden
lediglich untrennbar mit 0, 0 als neuen Charakteren fiir Digyren und Spiegelebenen.

Aus den so gewonnenen Gruppen (z. B. am einfachsten aus D))
erhilt man durch Hinzufiigen der Inversion (soweit nicht bereits ent-
halten wie in D, ) als direktes Produkt die neuen Symmetrieklassen
Do (z. B. aus Cq4,, D und Dy, neu die Symmetrieklasse Dy,,). Dabei
gilt fiir die neue Charakterendarstellung das Gleiche wie fiir C,, + In-
version. Die Gesamtordnungszahl wird N = 4 m und die 2 m neuen
Operationen ergeben sich wie dort angegeben mit dem Zusatz:
(m/2) f, + Inversion erzeugt (m/2)s,; (m/2)s, - Inversion erzeugt
(m/2) {,.

Die Charaktere fiir die neuen Symmetrieoperationen entsprechen
somit denjenigen der Ausgangsoperationen entweder mit gleichen oder
umgekehrten Vorzeichen, so dass sich jeder Schwingungstypus in
zwel neue aufspaltet, die zweckmissig durch zuséitzliche Indices
voneinander unterschieden werden.

So erhilt man beispielsweise fiir Dy, aus D4 die Tabelle 5.

Tabelle 5.
Charaktere von Dgy,.

£, 2f 21, f{f, 3f, 31, ip, 285 28 sy, 38y, 38, | Zeile
Agg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I
A, | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 II
Aggl 12 1 1 1T T |1 1 1 1 1T 1 oI
Agy, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 v
Bijg|2 1 1 1T 1 1|1 T 1 T 1 T v
Bj,t1r 1T 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 VI
By, 1 T 1 1 1 1 1 1 1 ] 1 1 VII
Boy ] 11T 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 |V
Eig| 2 1 1 2 0 0 2 1 1 2 0 0 IX
Eiul 2 1 1 2 0 0 2 1 1 2 0 0 X
Bee | 2 1T 1T 2 o o2 1T 1 2 o0 0 X1
Boy | 2 1 1T 2 o ofl2 1 1 2 o o|X0

a b e ¢ 2y Za o B 5 ¥ o, Gy
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Man erhilt riickwarts die Tabellen fiir:

unter Zusammenfall T 11, IIT =TV, V=VI.
VI VI, IX =X, XT=XII

unter Zusammenfall I- VI, IT -V, ITT-VIII
IV=VII], IX =XII. X =XIL

unter Zusammenfall I -IV, IT.-111, V=V1II.
Vi=VII, IX =X, XI-XII

Cgp aus Kolonne a be ¢ o # ¢ y unter Zusammenfall T I, 1L -IV, V= VIL,
VI=VIII

unter Zusammenfall T [1L 1T -IV, V:-VT1
VI=VIIL INX =X, X =XI

unter Zusammenfall I bis IV, V" bis VIII. IX X
X =XII.

ausscrdem sind auch Dasg, Csi, D3, Cay, Cg daraus ableitbar.

Dg aus Kolonneabecg, g,
Djp, aus Kolonne ae g, § v 0,

Cgv aus Kolonne a be c o, 0,

C3y, aus Kolonne a. e ¢y

Cs; aus Kolonneabec

Die an einem Beispiel erliuterten Zusinmmenhiinge gelten fiir die
gesamte Punktsymmetrielehre, so dass es (abgesehen von kubischen
und ikosaedrischen Punktgruppen) gelingt, in einer cinzigen Tabelle
alle Charakterendarstellungen zusammenzufassen. Wir gehen von
D, aus mit m im allgemeinsten Fall = p. 2% Es ist p irgendeine posi-
tive ungerade Zahl, z irgendeine belichige positive Zahl. z = 0
ergibt Dy, z = 1 ergibt D, ,;, 2z = 2 ein durch vier teilbares m. Mit
p =1 ergibt sich die Punktgruppe D,;,. Die Drehuungen um die
m =: p 2%2-zihlige Achse zerlegen wir in:

a b c d i ¢
i |
Identitat Drehungen um |z = 1809, sofern Drehungen um 1 N 23
Drehung um 27 |y =77 —y — S nicht 0 u :Z o ‘ P
oder 0° bzw. p-2° p-22-! P
360° u P e 3 allg.
R
u o obis x o 0!
p-2* |

Dabel umfasst u alle ungeraden positivenn Zahlen bis zu einem
angebbaren Grenzwert: fiir b bis p-2* ' -1, fiir d jeweilen bis
p-2¥ —1, fiir e geht n (gerade und ungerade bis (p — 1)2. Ist z = 0,
so fehlen b, ¢, d; ist z = 1, so fehlt d; ist p = 1, so tehlt e,

Betrachten wir als Beispiel die Drehung um cine 15-24.zihlige. . h. 240-zihlige
Achse: Es enthilt b die Drehungen u 2 7/240 mit u ungerade. d. h. u =7 120 n715-23
Da p =15 die ungeraden Faktoren 3 und 5 enthilt, sind darin enthalten Drehungen
um die 80-, 48- und 16-zidhligen Unterachsen, namlich u7/40. u 724, v 8. Da u auf
u /120 bezogen alle ungeraden Zahlen von 1 bis 15 - 2% -1 == 119 umfasst. zerfallt b nach
u in p-23/2 = 60 Einzelkolonnen.

In d sind enthalten die Drehungen vom Tvpus . d, dg.

uT
60~

usr

ur i uT w.r
4= T=9T T oA
15-2

de = 550 = 307 U 5. 15

15- 22
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Fiir d, (Drehungen einer 120-zihligen Achse) ist u = 1,3,5... bis 59, entsprechend
30 Kolonnen. Da 15 die Faktoren 3, 5, 15 besitzt, sind darin auch die Drehungen
u /20, un/12, un/4 der 40-, 24-, 8-zahligen Unterachsen enthalten.

Fiir d, (Drehungen einer 60-zahligen Achse) ist u =1, 3, 5... bis 29, entsprechend
15 Kolonnen. Enthalten sind in d, die Drehungen u /10, u /6, u #/2 der 20-, 12- und 4-
zahligen Unterachsen.

Fiir dg (Drehungen um eine 30-zéhlige Achse) ist u = 1, 3, 5... bis 13. Das fiihrt fiir
dg zu 7 Kolonnen (15 /15 ergibt die herausgenommene Drehung von 7 der Kolonne c).
Enthalten sind in dg Drehungen um u /5, u n/3 der 10- und 6-zahligen Achsen.

Somit ist die Gesamtzahl der Subkolonnen von d gegeben durch 30+15+7 = 52
= [p (2% — 2)— 2]/4 == [15 - 14— 2]/4.

e enthilt alle Drehungsarten einer 15-zahligen Achse n 2 /15 mitn = 1,2, 3, 4, 5,
6, 7, also mit [p—1]/2 = 7 Kolonnen; eingeschlossen sind die Drehungen der 3- und
5-ziahligen Unterachsen. Den 60 Einzelkolonnen von b stehen somit 5247 = 59 Einzel-
kolonnen d und e gegeniiber. Zusammen mit den Kolonnen a =1 f; und ¢ = 1 {; ergibt
dies 2-60+2-59+2 = 240 Symmetrieoperationen, entsprechend der Ordnung einer 240-
zdhligen Achse.

Allgemein ist die Zahl der senkrecht zur Hauptachse stehenden Digyren in Dp,=
zweimal p - 2%/2, so dass Dp,z die Ordnung 2n enthilt, wenn Cp,z die Ordnung n hat.
Aus Dp,z entsteht als direktes Produkt mit der Inversion Dypy2)p.

Acht Zeilen, namlich die der A- und B-Typen, enthalten unabhingig von z (bei
z = 1 #ndern sich in B fiir die Kolonnen ¢ und y die Vorzeichen) die gleichen Zahlen 1
und 1. Fiir irgendein Dy o5 n mit z = 2 ist die Gesamtkolonnen- (und somit auch Zeilen-)zahl
der quadratischen Matrix gegeben durch p- 22+ 6 (genetisch besser geschrieben p-2z+4
+4/2); somit fallen aufdie E-Zeilen (entartete Schwingungen) p - 22+ 6~ 8 = p - 22— 2 Zei-
len. Diese enthalten von m = p - 2% abhingige Groflen. Anderseits gibt es in D, ,%)n (mit
p > 1, z = 2) auch 8 Kolonnen, deren Charaktere unabhingig von der Achsenzihlig-
keit sind, wahrend (p-2%—2) Kolonnen cos-Grossen enthalten, die jeweilen von der
Achsenzéhligkeit abhingen.

Zur Vereinfachung der Tabellen nennen wir Winkel 2 z/p 2% =
Winkel ¢ und Winkel 2 z/p = y. Es ist ¢ = ¢ - 2% Die in den d-
Kolonnen auftretenden Winkel sind Winkel ¢-q mit q = 2! bis 271,

So ldsst sich miihelos die Haupttabelle I (Ia und Ib) konstruieren,
die fiir alle wirteligen Symmetrien, die nur eine Hauptachse besitzen,
die Charakterendarstellungen enthilt, wobei im Einzelfall nur die
speziellen cos-Werte einzusetzen sind. Die Geltung des Gesetzes iiber
die Summe der Charakterenquadrate der Zeilen und Kolonnen ist
leicht einzusehen, da nach einem einfach beweisbaren, doch in dieser
Form selten benutzten Satz die Summe der cos? aller zu einer m-
zéhligen Symmetrieachse gehorigen Drehwinkel (inkl, 3609) = m ist.
Auch der Ubergang zur unendlichzihligen Hauptachse bietet keinerlei
Schwierigkeiten.

Die Haupttabelle I enthilt zunichst die vollstindige Charak-
terendarstellung fiir irgendein D(p 2%2)h. Daraus aber lassen sich sofort
die Tabellen fiir alle Untergruppen wie D(p2%), C(p2%)v usw. auf-
stellen. Damit in der Kopfkolonne keine Verinderungen der Faktoren
notwendig sind, beschrinkt man sich am besten fiir ein gegebenes
D95y auf die sechs unmittelbaren Untergruppen, die als Hemiedrien
und Tetartoedrien hekannt sind (Zusammenfassung von Symmetrie-
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gruppen zu Symmetriesystemen). Haupttabelle II gibt an, welche

Kolonnen jeweilen wegfallen, welche iibrig bleiben. Dabei sind zur

leichteren Ubersicht die Gruppen mit nur 2p- und mit nur p-zihliger

Der Wegfall von Kolonnen hat den Zusammenfall von Zeilen zur
Folge. Welcher Art dieser Zusammenfall ist, geht aus Haupttabelle I11

Achse (Fehlen der Kolonne d, bzw. b, d, ¢) besonders aufgefiihrt.
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hervor. Sie enthilt auch fiir die A-, B- und E-Typen die aus diesen Zu-
sammenhingen resultierende zweckmissigste Bezeichnung, die leider

nicht immer mit der in der Literatur vermerkten iibereinstimmt.

In D,,, D, und C,, sind die entarteten Schwingungen nicht

trennbar, in den Untergruppen C.y, C,, C,, S, und S, jedoch

trennbar (unterstrichene E). Im letzteren Falle sind die zugehérigen
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Quadrate der Charaktere jeweilen zu halbieren. Damit im Zusammen-
hang steht, dqss _ die Kolonnenza.hl fiir .D“ vy Spenvs Chomy gera@e
die Hilfte derjenigen von D,ery ist, somit [p - 2% 4 6],2, wihrend sie
fir €, zu p - 22 + 2 wird (kein Zusammenfall der E) und fiir C,,, S,,
und S’ zu [p - 2% + 2]/2.
Haupttabelle II.
Vorhandene Zeilen von Haupttabelle Iin den Untersymmetrien.
(v bedeutet vorhanden, — fehlend).
ITa Wirtelige Klassen mit z > 2

Dp2*h Dpa*  |Sp#v:Dpa"8y Cpa*v | Cp2°h Cp2* Sp2*
Zan! g : O
Ze2 | Koo | pPeey | B} | BZ2ed o} | ey | B2 2.2
olahl der wp2? x . 2 1 x z
perationen p 2p2 2p2 2p2 2p2 p2 I p2
[ sunk Paktor B |
v !
a 1‘ 1 v v v v 74’__7v ! v
b Euz- 2 v v - - v ] v ! v ; -
¢ 1 1 v v v . v v % v
d 2.4 2 v v v v v v v
e %’1 2 v v v v v v v
1 z v v v - - - -
g, f{ _ -
a, 1 = A v - - - - -
o 1 1 v - - - v - -
1 2 2 v - v - v - v
i 1 1 v - - - v - -
é pz‘-z)_% 2 v - - - v ! - -
£ 7 2 v - - - v ! - ~
G, 1 2" v - - v - - -
2 -
[ 1 2z v - v v - - _
ITb Wirtelige Klassen mit z = 1 oder z =: 0
z= 1 D1ph sz Szpv = Dph C2pv_ | Czph ____C}P . Sip = Cph
oy B Twer oy [Beed [Rong [e2d] ey | #0323
Gponatton | 4-2p 2:2p 22p 22p | 272p 2P 2
eichnung) SubkoionnenzaM Faktor
2 ] 1 v v v v o v v v
] b4 2 v v - v v v -
c [] [ v v - v v v -
e B 2 v v v v v v v
Qs 4 P v N v -~ 1 - - -~
g: 1 P A v - - - - —
® 1 1 v - - - v - -
s [ FY |2 v - v SR B - v
] ;!_1 1 v - v - v - v
€ 2 v - - - v - -
o, 1 p [ - - v ] - Z -
A 1 p v - v v - - -
2=0 Zani der pd Dp — CW‘"_' Coi Tc —
(bod fenlon) [ 4 poavk | Feied | = | Fend | ed | geb | =
) o..mmr...,. kp 2p —_ 2p ] 2p p —_
Fakiar
2 1 ] v v v v v
e B 2 v v v v v
1 [ v v Z _ -
& 1 1 v - - v TS
3 l;l 1 v - - v - !
3 ) p v - v -
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Allgemein gilt:
Kolonnenzahl, Zeilenzahl, Rassenzahl, Typenzahl.

Symmetrie  Cp Cyp, Gy, Cpyy Cpvs Dp Dygs Dpn, Copvs Doy Coppy = Cayi

p+1 p+1 p+3 p+3 2p+2

Zahl 5 Ty

Dapn=Dapi  Cp2zs Spor Cponi=Copomn  Cpazy, Dpozs Dp2rha
2o

2p+6 P i+1 p27+2 p2*-1+3

Dp2sn=Dip2;
N

p2+6
Haupttabelle III.

Zusammenfall von Zeilen, sowie Bezeichnung der Schwingungsklassen in
den Untergruppen von Dypzn und Dpa.

zz Dp2* Spatv Cpatv Cpath Cpa* Spa’

I ' { Asg=Asgq-| Ag Asg= Ay

{Cp2) A=A (Sp2?) *Byu=Bau

— By - Bzg' Al Awu=AgyT
(CN i B4y = By (CP‘t‘)l 'Bw = Bzg

Ay A, A Ag !
(Dpz?) A‘!' A (Spa* vg) 9" B Cp7y) A1g= Ay (sz h)\ Asg A:g

A, Aw A
(Cpa’) A‘Q'A“ (01-{‘) 1“ fgliCPm') é1u:Agg (sz')‘ A1u Azu
mz_x B - By, | (s,,) Axg “Bau |y Brg =B (cun Big =By |
Big - B 8 Ay =By fien By Bry =B -8
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Symmetriegruppen mit gleicher Kolonnenzahl sind im weiteren
Sinne isomorph zueinander (Vieldeutigkeit!).

Die Haupttabellen 1, 1T, I1I enthalten somit in {ibersichtlicher
Weise das Gesamtmaterial fiir alle nichtkubischen und nichtikosaedri-
schen Symmetriegruppen; sie ersetzen und ergéinzen die vielen Einzel-
tabellen anderer Zusammenstellungen. Sie l6sen die Aufgabe, die mit
einer Grundsymmetrie vertriglichen Klassen der Schwingungssysteme
{Klassen oder Typen) sofort anzugeben.

In den einzig iibrigbhleibenden kubischenundikosaedrischen
Symmetrieklassen treten einige Besonderheiten auf, gebunden an das
Vorhandensein von verschieden gerichteten drei-, vier- und fiinf-
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zahligen gleichwertigen Achsen, die zu weiteren Entartungen Ver-
anlassung geben. In diesen Symmetriegruppen miissen jetzt zum Bei-
spiel dreifach entartete Schwingungstypen mdoglich scin. Drei
wechselweise orthogonal zueinander stehende entartete Schwingungen
besitzen aus Symmetriegriinden gleiche Frequenz (Tripelschwingung
T). Es ist in diesem Falle stets moglich, einen Satz linearer Kombina-
tionen dreier miteinander entarteter Schwingungen zu finden, von
denen eine symmetrisch zur Entartungsachse ist und zwei andere sich
so verhalten wie ein zweifach entartetes Paar. Somit wird der dies-
beziigliche Charakter zu 1 + 2 cos X ¢.

Gegeniiber einem Symmetriezentrum miissen alle dreifach zu-
einander entarteten Schwingungen symmetrisch oder alle antisym-
metrisch sein (+ 3 oder — 3), wihrend gegeniiber Spiegelebenen und
Digyren eine Wahl so moglich ist, dass zwei Charaktere entgegenge-
setztes Vorzeichen haben, der dritte + oder — (Kombination 0 +1
und 0—1). Weitere vierfach und fiinffach entartete Schwin-
gungen treten nur in den selten oder nie verwirklichten lkosaeder-
gruppen auf, so dass wir uns kurz fassen kinnen. Vierfach entartete
Schwingungen lassen sich aus zwei Paaren zweifach entarteter zu-
sammensetzen. Dem Symmetriezentrum gegentiber sind die Charak-
tere alle positiv oder alle negativ (+4 und --4). Fiinftach entartete
Schwingungen sind darstellbar als zwel Paare zweilach centarteter
+ eine einfache symmetrische oder evtl. antisvmmetrische Schwingung.
Dem Symmetriezentrum gegeniiber resulticrt also -5 oder 3.

Wir miissen an dieser Stelle unser Vorgehen zur Darstellung der charakteristischen
Werte einer Symmetriegruppe nochmals prizisieren, um Missverstiandnisse zu vermeiden.
Ausgegangen sind wir von der geometrischen Anschauung vnd der Zerlegung der Schwin-
gungsvektoren nach dem Orthogonalititsgesetz. Die Aufuabe lautet: Es sind alle zu einer
Grundsymmetrie isomorphen Klassen des Schwingungssvstems zu finden und endgiiltig
zu charakterisieren. Die Charaktere wurden (Cosinus der in Winkeln darstellbaren Zusatz-
komponenten) so gewéhlt, dass sie genau den Charakteren irreduzibler Darstellungen ent-
sprechen, ohne dass wir diesen Begriff nétig hatten. Dadurch crgaben sich inansserordentlich
einfacher Ableitung die gleichen Zahlentabellen, welche fiir cinfache Krystallklassen schon
lange benutzt wurden. Die Zusammenhénge wurden jedoch Gbersichtlicher. Fiir kubische
und ikosaedrische Gruppen ist zusétzlich folgendes zu vermerken, was gleichtalls der An-
schauung entnommen werden kann, jedoch etwas grosseres Vorstellungsvermauen erfordert :

a) Treten mehrere drei- oder vierzdhlige Achsen auf. so giht ex dreifach entartete
Schwingungen F, die F-Klassen bilden. Fiir diese gilt, dass sich die Charaktere der zu den
Entartungsachsen gehorigen Schwingungen berechnen nach 142 cos x+ 360 m.

b) Treten als Hauptentartungsachsen fiinfzahlige auf. so ¢ibt es auch vierfach ((v)
und finffach (H) entartete Schwingungen und entsprechende Klassen, Fir die funfzahlige
Achse werden die zugehorigen Charaktere berechnet zu:

G == 2 cos 72942 cos 144° bzw. 2 cos 144°+ 2 cos 288¢ (. h. zwei Paare zweifach entar-
teter Schwingungen).
H = 1+4-Charakter von G (zu G hinzukommend eine syimmetrische Schwingung).

(fcometrisch lisst sich zeigen, dass den in ikosacdrischen Gruppen uleichfalls vor-
handenen Trigvren in G der Charakter +1 (zwei syrumetrische Schwinvungen + ein
E-Paar), in H der Charakter —1 (zwei symmetrische. dr+i gewthnlich »ntartete, also
2431 -= 2— 3 == 1) zukommen muss.
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c¢) Ebenso ergibt sich in den geometrisch lcicht deutbaren Punktgruppen des drei-
dimensionalen Raumes, dass fir Digyren senkrecht zu Hauptentartungsachsen gilt:
Charakter in E = 0 (+ und —)

=0 4+ 1= 4+ 1(d.h. ein Paar -+, dazu eine Schwingung + oder —).

Digyren nicht senkrecht zu Hauptentartungsachsen oder teils parallel, teils senk-
recht dazu crhalten in:

E den Charakter + 2 (d. h. beide symmetrisch),

F stets den Charakter —1 (d. h. zwei antisymmetrisch, eine symmetrisch),

G den Charakter 0 (d. h. zwei symmetrisch, zwel antisymmetrisch),

H den Charakter + 1 (d. h. drei symmetrisch, zwei antisymmetrisch).

d) Das Hinzufiigen eines Symmetriezentrumns spielt die gleiche Rolle wie in den
zyklischen Gruppen.

e) Da ausserdem wegen der Orthogonalitiatsbeziehungen zwischen den Charakteren
eine Reihe von Relationen bestehen, ist es auch fiir kubische und ikosaedrische Gruppen
sehr leicht, die gesamte Charakterendarstellung aufzustellen und zu tberpriifen. Solche
Satze sind beispielsweise:

a) Die Quadratsumme der Charaktere jeder Vertikalkolonne ist gleich der Ordnungs-
zahl N der Gesamtgruppe, dividiert durch die Zahl gleichartiger Operationen (Typen-
faktor, z. B. fir 6 f, ist dieser Faktor = 6). Multipliziert mit diesen Zahlen ergibt sich N.
Dabei ist, wie auch in Satz 8, zu beachten, dass bei zweifach entarteten trennbaren
Schwingungen das Quadrat des zugehorigen Charakters zu halbieren ist.

f) Auch die Summe der Charakterenquadrate einer horizontalen Zeile ist (die Cha-
rakterenquadrate jeweilen multipliziert mit den zugehdrigen Typenfaktoren) = N.

y) Das Produkt entsprechender Charaktere zweier verschiedener Vertikalkolonnen
ist = Null.

d) Nennt man 2, 3, 4,5 die Entartungsfaktoren fiir zwei-, drei-, vier-, fiinffach
entartete Schwingungen, so gilt ferner:

Die Summe der Charaktere selbst, multipliziert mit den zu den einzelnen Charak-
teren gehorigen Typenfaktoren und den zugehorigen Entartungsfaktoren (letzteres aber
nur, wenn dic entarteten Schwingungen nicht trennbar sind), ist in allen Kolonnen und
in allen Zeilen == Null, ausgenommen die jeweilen links dusserste Kolonne f, (Identitat)
und die jeweilen oberste Zeile (totalsymmetrische oder Haupt-Darstellung) der einzelnen

Haupttabelle IV.
Charaktere kubischer Symmetrie.
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Klassen. In diesen letztgenannten Reihen ist sie gleich der Ordnnungszahl der Symmetrie-
gruppe.

Wir erhalten so eine geometrisch anschauliche Darstellung der fiir Normalschwin-
gungen in Frage kommenden Auswahlregeln, bei gegebener Symmetrie der Punktanord-
nung in Gleichgewichtslage. Der Beweis, dass diesc Darstellung und Aufspaltung in
Untergruppen fiir die betrachteten Fille genau der besonders von Frobenius, Schur und
Burnside entwickelten Darstellung endlicher Gruppen durch einfache irreduzible Charak-
terensysteme entspricht und somit den gleichen physikalixchen Anwendungsbereich hat
wie diese, ist nicht schwer zu erbringen, jedoch an dieser Stelle von keiner grossen Be-
deutung.

Haupttabelle V.
Charaktere ikosaedrischer Symmetrie.
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Zusammenfassung.

Durch Beriicksichtigung aller genannten Regeln erhilt man
neben den Tabellen I bis IIT der einfachen Kryvstallklassen fiir
Oy und I, die bereits bekannten eindeutigen Charaktercendarstel-
lungen der Haupttabellen IV und V. Aus ihnen ergeben sich wiederum
die Charakterendarstellungen der Untergruppen O, T,. T4, T bzw. I
durch Kolonnenauswahl und Vereinigung der Zeilen mit gleichen
zuriickbleibenden Charakteren zu einem Tvypus. Damit ist in funf
Haupttabellen das gesamte Grundmaterial zur Gewinnung dev sym-
metriebedingten Auswahlregeln zusammengefasst. Die nichste Auf-
gabe ist die der Berechnung der Freiheitsgrade, die in einer dritten
Mitteilung erfolgt.
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